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Aljselin. X. Pcriotlicitalsnioduln. § 49. 167 
umgiebl die Verzweigungspuncte c und á\ in Fig. 48 dagcgen 
beginnt #3 in k und endigt, indem er die Verzweigungspuncte d 
und e umgicbt, in činem andern seiner Puncte, in li. Dadurch 
wird dann auch der Querscbnitt rjA in Fig. 48 andcrs als in Fig. 47. 
Diesclbcn zwei Arten der Zerschneidung finden aucli Anwendung, 
wcnn nocli melir einfacbe VerzvveigungspuncLe vorbanden sind; 
bei der zweiten Art gehoren dann immer je zwei Querscbnitte 
paarwcise zusammen. In unserem Beispielc ist die Flácbe 5-facb 
zusammenbangend, und die Querscbnitte bilden mit ibren beiden 
Seitcn die vollstandige Bcgrenzung ciner einfacb zusammenbangen-
deu Fláche, die in einem ununterbrochenein Zuge durchlaufen wer-
den kanu, was durch die Pfeile angedeutet worden ist. 
Zehnter Abschnitt, 
You den l^riodicitatsmoduln.*) 
§ 49. 
Denken wir uns als das Gebict der Vcránderlichen z čine 
beliebige Fláche, aus so viclen Bláttern bestehend und mit solchen 
Verzweigungspuncten, WÍQ es die Nátur einer zu betrachtenden 
Function f (z) erheischt. Sind in derselben fůr die Function f (z) 
Unstetigkeitspuncte vorbanden, so umgeben wir dieselben mit klci-
nen geschlosscnen Linien und schliessen sie dadurch aus. Vor-
láufig wollen wir annehmen, dass dies mit allen Unstetigkeits-
puncten geschelien sei, wir werden abcr selir bald sehen, dass 
gewisse Arten von Unstetigkeitspuncten nicht ausgeschlossen zu 
werden brauchen. Die so entstehende Fláche nennen wir die 
Fláche T. Ist nim diese mehrfach zusammenbangend, so ver-
*) Zur Erlauterung der in diesem Abschnitte cntlialtenen allgemei-
nen Betraclitungen kann die in § 22 und 23 angestellte specielle Un-
tersuchung des Logarithmus und der Exponentialfunction dienen. Wei-
tere Beispiele finden sich in § 52. 
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wandeln wir sie durch Qucrschiiitte in einc cinfach zusammen-
hángende, welche mit T bczcichnel wcrdcn moge. Alsdann bil-
det innerhalb T jede geschlossene Linie die vollstandigc Bcgren-
zung eines Fláchentheils, in wclchem f{z) endlich und stetig ist. 
Bildet man daher die Integralfunction 
z 
w = / f{z) dz, 
z0 
indcm man von činem bcliebigen festen Anfangspuncte z0 aus líings 
cincs belicbigcn, ganz innerhalb T liegcndcn Weges bis zu eincin 
Puncte z integrirt, so machcn irgend zwei solche Wcge vereinigt 
čine geschlossene Linie aus, die einen Fláchentheil vollstandig 
bcgrenzt, in wclchem f{z) úberall stetig ist, und folglicb erlangt 
10 auf allen solchen Wcgen in z denselben Werth (§ 18). Ausscr-
dcm ist, da f{z) innerhalb T úberall endliche Werthe behalt, 
auch 10 immer endlich, und daher ist w eine Function der obe-
ren Grenze z, die innerhalb T úberall cinwerthig, endlich und 
stetig bleibt. 
Anders aber verhalt es sich, wcnn \\\Y die Function w in 
der Fláche T betrachten, also den Intcgrationsweg auch die 
Querschnitte úberschrciten lassen. Um dies zu untersuchen, vvol-
lcn wir zuerst den Fall ins Auge fassen, dass kein Qucrschnitt 
durch einen spateren, von ihm ausgchenden, in Abschnitte ge-
theilt wird. Nun gehort jeder Querschnitt mit zur Begrenzung 
von T', und zvvar beide Seiten desselben, sodass diesc zusani-
menhangen und man einc geschlos­
sene, ganz im Innern von T verlau-
fende Linie b zielicn kann, welche 
von der cinen Seitc des Qucrschnitls 
auf die andere Seite desselben fúhrt. 
Sind dann zL und z2 (Fig. 49) zwei 
zu beiden Seiten cincs Qucrschnittes 
einander unendlich nahé liegende 
Puncte, so fragt es sich, ob 
z 
w = I f[z)dz, 
wenn man die lntegrationswege immer noch ganz in T' verlaufen 
lasst, in zt und z2 gleiche (eigentlich um eine unendlich kleine 
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Grosse verschiedene) oder verschiedene Wcrtlic annimml. Uezeich-
nct man aber dic Wcrthe von to in zv und z2 resp. durch w{ 
und to2, so ist 
w •-Jf{z) dz =jf{z) dz + Jf{z) dz, 
Z0 Z0 Zi 
das crstc Integrál auf einem belicbigcn in T' verlaufenden Wcge, 
das zweite auf einer gcscblossencn Curve b genommcn, dic iuner-
halb T' von z{ nach z2 fulirt. Es ist also 
ř 
iv2— iov — I f(z) dz. 
Dahcr haben w{ und w2 glciche oder verschiedene Werlhe, je 
uachdem das auf die gcschlosscne Linie b ausgcdehnte Integrál 
/ 
f{z) dz 
Null ist, oder cincn von Null verschicdcnen Werth A hat. Im 
crsteren Falle bleibt ta bcim Ueberschreiten dcs Qucrschniltes 
stctig, im letzteren Falle dagegen springt to plotzlich von iv{ zu 
w2=^w[ + A iiber und ist daher unsictig. Allein dieser Sprung 
ist an allcn Stcllcn dcs namlichen Qucrschnittcs der gleiche, da 
der Integralwcrth sich nicht iindert, wcnn man dic gescldossenc 
Linie b so erweitert oder verengert, dass sie an zwci andercn 
cinander unendlich nahé liegenden Punctcn zi und z2 zu heidcn 
Seitcn des namlichen Querschnittes anfiingt und endigt (§ 19). 
Diese Grosse A, welchc also lángs des ganzen Querschnittes con-
s tan t ist, und um welche die Functionswerthe auf der cincn 
Seite des Querschnittes grosser sind, als auf der andercn, nennt 
man den Pc r iod ic i t a t smodu l , weleher diesem Querschnitt 
angehort. Ganz dasselbe íindet nun bei jedem Querschnitte statt, 
da dic bciden Seitcn cines jeden zusammenhangen, und also eine 
geschlossene Linie von einem Punctc der einen Seite zu einem 
unendlich nahen auf der andercn Seite durch das Iunere von T 
gezogen werden kann. Jedem Querschnitt gehort also ein Pc­
riodicitatsmodul an, der fiir einen und denselben Querschnitt con-
stant bleibt (immer noch unter der Voraussetzung, dass kein 
Querschnitt durch einen spateren in Abschnitte getheilt wird). 
Denkt man sich nun aber dic Function to auch in T, also auch 
170 Absclin. X. Perio(licilalsino(iulij. § -\\). 
Fiff. 49. 
íiber einen QaerscbniU hinuber, s tet ig fortgesctzt, so erlangt sie 
auf dcni den Querschnitt uberschrcitenden Wege z{)zibz2zl in z, 
einen Werth, der um den Periodicitatsmodul A grosscr ist, als 
der Werth, den sie auf dcm Wege 
z()zx erreieht, welcher den Quersclmilt 
nicht ťibersclircitet. Děnu im ersle-
ren Falle ist der Werth von to in 
z{ als die stctige Fortsetzung von 
w2 zu betracbten, wáhrend auf dem 
zvveiten Wege w den Werth w{ er-
langt, und 
•w0 w, + A 
war. % Es íindet bier ein abnlicber 
Vorgang stati, wie der, den wir friiher 
bei den Verzweigungsscbnitten ken-
nen gelernt baben (vgl. § 13), und so lange die Flache T nur 
aus činem einzigen Blatte bestebt, kann man a uch %\virklich jeden 
Querschnitt wie einen Verzwcigungsschnitt ansehen, uber den 
binuber die Flache sich in ein anderes Blatt fortsctzt, nur miisste 
man sich dann unendlich viele Blatter unter einandcr liegend 
denken, da bei jedem neuen Ueberschreiten des Querschnittes 
der Functionswerth iv aufs Neue um A zuninmii, und der ur-
sprungliche Werth niemals wieder eintritt. Wenn aber die Flache 
T selbst schon aus mclirercrn Bláttern bestebt, daun hort jene 
Vorstellungsart auf, fassbar zu sein, und man kann nur die Ana­
logie mi i den Vemveigungsschnitten festhalten, wonach uber einen 
Querschnitt hinuber ebensowohl eine Unterbrechung der Stetig-
keit, wie eine stetige Fortsetzung der Function denkbar ist. 
Das Zeichen von A ándert sich, wenn die geschlossene Curve 
b in entgegengesetzter Bichtung durchlaufen wird; wir wollen 
aber den Periodicitatsmodul stets so annehmen, dass er gleich ist 
dem Integrále lángs der geschlossenen Curve b, wenn diese in 
der Bichtung der wachsenden Winkel durchlaufen wird. 
Denkt man sich jetzt allc moglichen Wege, welche von 
einem ťcsten Ausgangspuncte z0 nach einem beliebigen INuicte z 
innerhalb der Flache T fuhren, so kónncn diese Wege entweder 
keinen Querschnitt tiberschreiten, oder aber einen oder mehrere 
Querschnitte ein oder mehrere Male durchschneiden. Je nach 
der Beschairenheit dieser Wege kana daher ID in einem und dcm-
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selben Puncte z sehr verschiedenc Werllie crballen, und ist also 
eine vicldeutige Function der oberu Grcnze des íntegrals. Allciu 
da diese Vcrschicdqnheit der Wertlic von w in z nur duřeli die 
lleberscbreitungen der Querscbnitte bewirkt wird, so konnen sieb 
diese versebieelenen Wcrtbe nur um Vielfacbe der Pcriodicitats-
moduln von cinander untersebciden. Bezeiclmen daher Ax, Av 
A^, cle. die Periodicitatsmoduln der einzelncn Querscbnitte, n{9 
n2, ft3, etc. positive oder negative ganze Zablen, und w und 
iv zwci versebiedene Wcrtbe von to in z, so muss 
iv == tv + i\Ax + ^2^2 + 7H^'Á + 
sein. Ein Beispicl moge Fig. 50. 
dies erlautern. Fig. 50 
stellc eine 3-fach zusam-
menbangende Flácbe vor, 
die Querscbnitte seien ab 
und cd, die Periodieitats­
moduln íur diesclbcn resp. 
A{ und A2, so genommen, 
dass der Uebergang von 
der einen Seite des Quer-
sebnitts auf die andere 
lángs einer geschlossenen 
Curve in der Hicbtung der 
Avacbsenden Winkel gesebe-
be. Bezeichnet man dann 
den Wertb, den die Function iv auf einem Wege erlangt, dadurch, 
dass man den VVeg dem Bucbstaben iv in Klammcrn hinzufúgt, 
so ist 
w (zQez) = w (z{)z) -f- A2 
iv [zjgz] = tv [z()z) — A1 + A2 
iv{zjiz) — io{z{)z) + A^ 
Es erhellt bieraus, dass die Integralfunction 
iv — I f{z)dz 
eine Vieldeutigkeit ganz besonderer Art besitzt, namlicb dass die 
versebiedenen Wertbe, welche sic íur denselben Wertb von z 
annehmen kann, sich nur um Vielfacbe constautcr Gróssen von 
einander untersebeiden. Nimmt man nun die inverse Function, 
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(1. h. bclrachtct man z als Function von w, so isl diese cinc 
pcriodische Function, da sic ungeandcrt blcibt, wenn man das 
Argument to um bclicbigc Viclfache der Periodicitatsmoduln vcr-
mehrt oder vermindert. Hierdurcli rcclitfcrtigt sich auch der 
Name Periodicitatsmodul, da man der Spracbc der Zahlenthcoric 
analog1 sagen kanu, dass z iur solchc Wcrtlic von to glcicbe 
Wertho criialt, vrclchc nach eincm Periodicitatsmodul cinander 
congruent sind, d. li. deren Diflercnz glcich eincm Vielfachen 
des Pcriodieitatsmoduls ist. 
§ 5 0 . 
Wir liabcn bisber angenommen, die Querschnitte scien so 
gezogen, dass keiner von ibnen durch einen spateren, von ilim 
ausgchenden, in Abscluútte getheilt wird. Wenn mni dies aber 
der Fall ist, z. B. so wic in Fig. 51, \vo der cinc Qucrschnitt ad 
auch die Periodicitatsmoduln B1 und B2 verschicdcnc. Danu 
bleibt also der Periodicitatsmodul nicht liings cines ganzen Quer-
schnittes constant, sondern nur von einem Knoten des Schnitt-
netzes bis zum naehsten. Dcm Querschnitte ce gehórt nim auch 
ein Periodicitatsmodul Z?3 an, wir haben dalicr drei Periodicitats-
moduln, trotzdem unserc Flache nur zwei Querschnitte zur Ver-
vvandlung in eine einfach zusammenhangende nothig liat. Aliein 
in eincm solchen Falle bestchen immer Pcziehungen zwischen 
den einzclnen Periodicitatsmoduln. In unserem Beispiele ist das 
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Integrál ausgcdebnt auf b^ glcich der Šumme der Integrále aus-
gcdclinl anf bx und b2 ('§ 19), und dabcr 
B^ = B1 + B2; 
Avir haben also in der That nnr zwci von einander unabhangigc 
Periodicitatsmoduln, d. h. eben so vielc als Qucrschuitte vorhan-
den sind. 
Um nim im AUgemeincn zn zeigcn, dass es immcr nur so 
viele von einander unabhaugigc Periodicitatsmoduln giebt, als 
Querschnittc, erinnern wir daran, dass dic Qucrsebnitte meist 
auf melirfaehe Weise gezogen \vcrdcn kónnen. Immer aber giebt 
es eiuc Art der Zerscbncidimg, bei weleher jeder Pcriodicitats-
modul langs cines ganzen Querschnittes constant ist. Dcnn ist die 
Flaclie cinc begrenztc, so darf man nur jeden Qucrscbnilt in 
einem Punclc der ausseren Begrenzung beginnen und.in einem 
solchen enden lassen. Ist aber die Flaclie unbcgrcnzt, sodass 
der erstc Quersclmitt einc geschlosscne Linie scin muss (§ 47), 
so muss nim allerdings der zwcite Qucrsclinitt in einem Puncte 
dcs ersten anfangcn, lasst man ihn aber auch in demselben 
Puncte endigen, also einc geschlosscne Linie sein, und verfáhrt 
auf dicselbe AVcisc bei den ubrigen Querschnittcn, so haben auch 
hicr dic Abschnittc gleichc Periodicitatsmoduln. Das am Ende des 
§ 48 angcfiihrtc Bcispicl zeigt in Fig. 47 eine solche Zcrschnci-
dungsart; in Fig. 48 bestcht dagegen der Qucrschnitt q3 aus 
zwci Abschnitten, (námlich aus der Linie kli und der um dic 
Puncte d und e herumgchenden geschlossenen Linie) welche ver-
schiedene Periodicitatsmoduln haben. 
Sci nim eine [n + 1)-fach zusammenhángendc Fláche zuerst 
so durch n Qncrschnitte in eine einfach zusammenhángendc zcr-
schnitten worden, dass dabei kein Qucrschnitt durch einen 
andern in Theilc mit verschiedenen Periodicitatsmoduln zcrlcgt 
Averdc; dann haben wir bei dicscr Zerschneidungsart geradc so 
vicl Periodicitatsmoduln als QucrsclmiUc. Diesc seicn 
p AL, A2, . . . . An -
Zwcitens sei^dieselbc Fliichc auf eine andere beliebigc Art zcr-
schnitten worden. Zcrfallcn dabei einzclne Querschnitte in meh-
rerc Theile, so ist dic Anzahl der Periodicitatsmoduln grosser 
als n; seicn dieselbcn 
Bv> Bv — Bm ; m > n. 
Liisst man nun die Variablc z von einem beliebigen Puncte z0 
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aus einc geschlossene Linie besehrcibcn, welche nur einen Qucr-
schnitt dcs ersten Systcmcs iibcrsehreitct, fůr welchen Ak der 
Pcriodicilatsmodul sci, und hezeichnen w{) und w die AVerthe, 
welche die Funclion heim Beginn und nach Vollendung der ge-
schlossencn Linie hat, so isl 
w ~ Wo + Ak. 
Dcnkt man nun aber die Fláchc auf die zwcite Art zerschnittcn, 
so kann dicselbc geschlossene Linie mchrere Qucrschniltc des 
zweiten Systcines ůberschrcitcn; der Wcrth von w wird daher 
nach § 49 auch in der Forin 
io = w0 + 1\BX + h2B2 + + hmBm 
enthalten sein můssen, wo die h positive oder negative ganze 
Zahlcn (Null eingeschlossen) bedeuten. Dcmnach ist 
Ak=h1Bl + h2B2 + + hmBm. 
Lasst man umgckehrt die Variablc z von z{) aus eine geschlossene 
Linie durchlaufen, welche nur einen Qucrschnitl des zweiten 
Syslemes ůberschreitel, fůr welchen der Periodicitatsinodul B^ 
sci, so ist der Endwerlh der Funclion einmal 
w() + Bh, 
wird aber, wenn man auf die Ucbcrsehrcitungen der Quersclmittc 
des erslen Systcmcs Růcksichl ninunt, auch in der Forin 
w{) + g{A{ + g2A2 + . . . . + gnAn 
enthalten sein, worin die g ebenfalls positive oder negative ganze 
Zahlen (oder Null) bedeuten. Ilieraus folgt 
Bl = OiAi + M 2 H 1- ffnAn-
Wir erhallen dcmnach zwischen den beiden Systemcn der Perio-
diťitatsmoduln A und B folgende zwci Systéme von Gleichungen 
At = h{ Bx + h2 B2 + • • • • + lim Bm | 
A2 = h" B{ + h2 B2 + • • • • + lťm Bm [ T 
An = híWB1 + h2WB2+ • 
und 
Bt = g{ Ax + g2 A2 + 
B2 = g" Ax + g2 A2 + 
Bm = gxtoAx + g2WA2 + • • • + gn^An.] 
]),\ nun der Annahme nach m > n ist, so kann man aus II die 
die n Grossen A climiniren und erhált dadurch m — n Bcziehun-
go,n zwischen den Grossen B. Da man aber diesc Beziehungen 
• • + hJ")Bm j 
• • + g'n A„) 
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auch dadurch erbalten kanu, dass man dic Werlbc der A aus í 
in Ií subslituirt, so mussen sic homogene liuearc Glciclmiigea 
mil ganzzaliligcn Cocfficienten sein. Dcmnacli ergiebt sich: wenn 
frňliorc Querschnittc durch spatere in Tlicilc zerlegl werden, 
fiir wclche dic Periodicitatsmoduln vcrscbicdcnc Wcrlhc liabcn, 
sodass im Ganzen m Periodicitatsmoduln existiren, wahrend nur 
n Querschnittc vorliandcn sind, so bestolien zwisclicn dicsen m 
Periodicitatsmoduln m — n liuearc homogene Bedingungsglcichun-
gen mit ganzzahligen Cocfficientcn, und nur n von ihnen, d. li. 
ebeuso viclc als Querscbnitte existiren, sind von einander unab-
hangig. 
§ 5 1 . 
Wir bahen bisher angenommen, dass aus ďcr ^-Flache 
sammtlicJic Unstetigkcitspunclc durch kleine UmhiUlungcn aus- • 
geschieden seicn, so dass die Function f[z) in der entstehenden 
Flliche T cndlicli blieb. Nun wollcn wir aber zeigen, dass es in 
der Tliat nicht nothwcndig ist, alle auszuschlicssen, und unter-
suchen, bci welclien dies nicht zu geschehen braucht. 
Der Periodicitatsmodul A 1'iir irgend einen Quersehnitt ist, 
wie § 49 gezcigt wurde, der Werth des [ntcgrales ff(z)dz aus-
gedehnt ťiber čine gcschlossenc Linie b9 welclic von der einen 
Seitc des Qucrschnittes duřeli das Inncre der einfach žusammen-
hangenden Flache T' auf die anderc Seitc desselben Querscbnit-
tes fiilirt. Nun kann aber dieses Integrál in vielen Fállen den 
Werth Null bahen. Denken wir uns, dass dic Linie b eine aus 
der z -Flache ausgeschiedcne Stelle umgiebt, die einen Unstetig-
kcitspunct a, (der nicht zuglcich Verzweigungspunct ist) der 
Function f[z) enthielt. Alsdann hat das Integrál Jf{z)dz nach 
§ 42 nur dann einen von Null verschiedenen Werth, wenn in 
dem Ausdrucke, weleher angiebt, wie f{z) unsletig wird, das 
C.licd 
c 
z — a 
vorliandcn ist; in allen íibrigen Fallen wird das Integrál gleich 
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(x-a)» Mz —«)» + ! ^ 
wo n čine von 1 vcrschicdenc positive ganze Zalil beden tet. ln 
eineni solclien Falle bleibt nun die Funcíion w beim Ueber-
schreitcn dcs Qucrschnittcs stetig, daber ist es nicht nothwcndig, 
die Unstetigkcitsstclle auszuschlicssen, nnd der Quersclmitt braucbt 
gar nicht gezogcn zu werden. Dcnkt man sich z. B. cin einfaeh 
zusammmenhángendes Stnck der z-Fláche, in welchem nnr Un-
stcligkcilspuncte der in Rede stchcnden Art cnthaltcn sintl, so 
erhalt das Integrál jf[z)dz auch auf zwei Wegen, die cincn 
solclien Unstetigkeitspunct einschlicssen, denselbcn Wertb, weil 
es, nm den Unstetigkeitspunct hernm genommen, den Wertb Nnll 
hat (§ 20). Inncrhalb eines solclien Fláclienstiicks ist dalier die 
Fnnction 
* z 
to = i f (z) dz 
cbcnfalls cinc einwcrthige Fnnction der oberen Grcnzc, wie wenn 
das Fláchcnstuck gar keine Unstetigkcitspunctc entbieltc; nnr wird 
w in den Unstctigkeitspuncten sclbst nnendlich gross. 
Dies ist die eine Art der Unstetigkcitspunctc, die nicht aus-
gcschlossen zu werden brauchen; bei diesen wird auch stets das 
Ziehen dcs Querschnitts erspart. Gchen wir zu Verzweigungs-
puncten iiber, so erhalt das Integrál J f (z) dz lángs der gc-
schlossenen Linie b den Wertb Null, wenn diese einen Windungs-
punct [m — l)tcr Ordnung umgiebt, in welchem f[z) von keiner 
hoheren Ordnung unendlich wird, als von der Ordnung ? 
(§ 21), und ůberhaupt, wenn in dem Ausdruck, welcher angiebt, 
wie f{z) in dem Vcrzweigungspuncte unendlich wird, das Glicd, 
das von der ersten Ordnung unendlich ist, fehlt (§ 42). In die-
sem Falle braucbt also der Unstetigkeits- und Verzweigungspunct 
cbcnfalls nicht ausgeschlossen zu werden. Aber da jetzt die z-
Fláche aus mehreren Bláttern bestcht, so kann sie auch ohne 
irgend welche Ausschlicssungen mehrfach zusammenhángend sein. 
Dalier kann jctžt der Fall vorkommen, dass kein Quersclmitt 
ubcríliissig gemacht wird; soli aber dann der Periodicitátsmodul 
einen von Null verschiedenen Wcrth haben, so muss die ge-
schlosscne Linie b mindestens zwei Vcrzweigungspuncte umgebcn, 
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da sic immcr cinc Linie scin muss, die fůr sich allein noch niclit 
cinen Flachentheil vollstandig begrenzt. 
Endlich konnen wir auch entscheiden, wann der unendlicli 
entfcrnte Punct ausgcschlossen werden muss. Der Werth des 
Intcgrals ff{z) dz fůr eine den Punct z = co umgebende Linie 
richtet sich (§ 43) nach der BcschaíTenheit, welclie die Funclion 
z2f(z) 
fůr z = co hat. Dicser Punct muss also ausgcschlossen werden, 
wcnn 
lim \zfiz]} endlich und von Null verschieden 
L v J~ — o o 
ist, und ůberhaupt dann und nur dann, wenn in der Enlwickc-
lung von f{z) nach steigenden und fallenden Potenzen von z ein 
Glied von der Form 
z 
vorhanden ist. 
Wenn nun fůr eine gegebene Function f[z) aus der z-Fláche 
alle diejenigen Puncte ausgcschlossen worden sind, die nothwen-
dig ausgeschlossen werden můssen, und nur diese, so ist in-
nerhalb der so en t s t andenen Fláche T das I n t e g r á l 
ff{z) dz, bezogen auf eine gescli lossene Linie , welchc 
fůr sich a l le in einen F lachen the i l vol ls tandig be ­
grenzt , s te ts gleich Null. Dabei wird natůrlich vorausgc-
selzt, dass die gesclilossene Linie nicht durch einen Unstetig­
keitspunct oder Vcrzweigungspunct hindurch fůhrt. 
§ 52. 
Es sollen nun zur Erláuterung der vorstehenden Betrach-
tungen cinige Beispiele vorgefůhrt werden. 
1. Der Logarithmus. 
Wir erinnern zuerst an die schon § 22 und 23 hehandelte 
Function log z, oder an die Integralfunction 
1 
Ilier ist f{z) = — einwerthig, die z-Fláche besteht daher aus 
einem Blatte. Ferner ist z = 0 ein Unstetigkeitspunct, und in 
ihm ist 
Durrg-r, Funct. compl. Var. J O 
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lim z /'(z) — lim r • = 1. 
Dieser Punci muss daher ansgeschlosscn werden. Ninnnt man 
die z-Flaclie im Unendliclien gcsehlossen an, so muss a uch der 
Punci z = oo ansgeschlosscn werden, weil auch 
isl. Duřeli Aussehliessung dieser beiden Punctc wird die Fliicbe 
T zweifach zusammenhangend, nud ein Querschnilt, welcber die 
beiden die Punct o 0 und oo umgebenden Krcisc verbiudet, ver-
wandelt sie in eine cinfach Fijj 
£\ 
zusannnenhangcnde Flachc 
(Fig. 32). Der Periodicitals-
modul A ist gleicb dem 
Integrál 
/? 
ausgedchnt aul eine den 
Nullpunct in der Uichtung 
wachscnden Winkel umgebende geschlossene Linie, cr ist also 
A = 2 7t?\ 
Eine solche Linie nmgiebt zugleich auch den Punct oo, und fur 
diesc crhalt man (§ 43) 
/ * 
= — 2m lim — -
~oo 
wcnn die Integration in der positiven Bcgrcnzungsrichtung aus-
gefiibrt, also der Querschnilt in der cnlgegcngcsctztcn Kichlung 
iibersehrillen wird, wic vorhin. 
2. Der Areus Tangens . 






1 + - . 
ebenfalls cinwertliig und wird von der crstcn Ordnung unendlich 
fur z = i und z = — i, dagegen ist fur z — oo 
l i m Zf[z) r r r l i m j - ^ lim - r = 0. ' 
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Man l)i aucliL daher nur dic Piuictc z = i und * = — i durch 
klcinc Kreisc auszuschlicsscn und crhall dann, wenn dic --Fliichc 
im Unendliclien geschlossen angenommcn wird, einc zwei- ^ig. 52. 
fach zusammenhangcndc Fliichc, welche sich durch cinen ~ 
dic kleiucn Kreise uin -f- i und — i verbindenden Qucr- \^y 
sclmitl in einc cinfach zusammenhangcndc verwandelt. 
Der PeriodiciUUsmodul A isl, das Integrál 
J div 
ausgedehnl auf einc den Punct + i in der Riclilung der 
waehscndcn Winkcl nmgchendc geschlossene Linie, und 
daher, wic sehon § 20 crmittclt wurdc, 
A = 7t. 
Piesclbc Linie kann aucli angeschen werden als einc, welche den 
Punct — i in der Riclilung der ahnelunenden Winkcl umgicbt, 
und liefert dann denselhen Pcriodicilatsmodul. 
Nimmt man dic z-Fláehc nicht im Unendliclien geschlossen 
an, sondern bcgrcnzt sic duřeli einc geschlossene Linie, dic man 
dann ins Uncndlichc sich ausdchnen lasst, so wird dic Fliichc T 
durch Ausschliessung der beiden Punctc + i und — i zu einer 
drcifach zusammenhangenden. Man muss also dann zwei Quer-
schniltc anwcndcn, um sie in einc cinfach zusammenhangcndc zu 
vcrvvandeln. Da nun aber das Integrál 
dz 
/ 1 + s* 
ausgcdchnt auf einc geschlossene Linie entwedcr den Wcrth -f- it 
oder —7t oder Null hal, je naclulcm dic Linie den Punci + i 
oder — i oder bcidc in der Richtung der waehscndcn Winkcl 
umgicbt (§ 20), so bahen dic auf dic beiden Querschnitte bezo-
genen Periodicitatsmoduln, je nach der Art, wic sie gezogcn wer­
den, entwedcr die Werthc + it und — %, oder der einc hat den 
Wcrth + TC und der anderc den Werth Null. Die Function 
w — are tg z iindert sich daher hier auch nur um Vielfache 
von TC. 
Die inverse Function z = tg to ist nun um die Grosse % 
periodisch. Dic Abbildung der im Unendliclien geschlossen an-
genommenen z-Fliichc auf der Fliichc der iv geschicht hier in 
ganz ahnlichcr Wcisc, wic es § 23 bei der Exponentialfunction 
gezcigt worden ist; an dic Stelle der die Punctc 0 und oo ein-
12 * 
180 Alisclin. X. § 52. 2. Der Arcus Tangens. 
schlicsscndcn Krcisc třelen liier nur diejenigen, wclehe die Puncle 
+ / und — * umgcbcn. Nimmt man den QucrscliiiHt, weleher 
Fig. 52. Fig. 5.3. 
/ T <? 7T 
diesc Krcisc verbindet, langs der Ordinalcnaxc verlaufcnd an, so 
wird die w-Flache in Strcifcn gctheilt, welchc von Gcraden bc-
grenzt werden, die mit der Ordinalcnaxc parallel laufcn und 
duřeli die Puncle 0, +n, + 2TC, + 3 it, etc. liindurcbgelicn. 
In jedem dieser Slreiren nimmt die Function z = ig to ilirc 
sammtlichcn Wcrlhc an, und zwar jeden nur einmal, wcil abgc-
selicn von den Periodicitátsmoduln jedem Wcrtlie von z nur cin 
Wcrth von 10 entspricht, da die z-Flachc nur aus činem Platíc 
bcslclit. 
Wir wollcn nun diesc Function auch in umgckehrler Wcisc 
betrachten, indem wir von der pcriodisclicn Function ausgclin. 
Pcdeutet z •= <p[w) cinc cinwertliigc einfach periodische Function 
mit dem Periodicitatsmodul A, d. li. cinc cinwertliigc Function, 
wclclie die Eigcnschaft besitzt, dass 
cp (to + A) = cp (to) 
ist, so lasst sich die Ebene der iv so in Strcifcn tbcilen, dass 
die Function in jedem Streifen ilirc sammtlichcn Wcrtlie annimmt, 
und in je zwei in versebiedenen Streifen liegenden Punctcn, dc-
ren DiíTercnz gleich A oder glcich činem Vielfachcn von A ist, 
glciclic Wcrtlie liat (Fig. 54). Ziebt man namlich cinc beliebige 
sich selbst nicht schncidcndc Linie BC', so bilden die Punctc 
w + A, welche durch Addition von A aus den Punctcn der Li­
nie BC entstehen, eine dieser parallele Linie BE. Die Function 
cp liat also auf BE dicsclben Wertlie, wie auf BC. Dasselbe 
findet auf allen Linicn statt, die mit den vorigen in gleichen Ent-
fernungen parallel laufcn. Ist ferner to cin Punct im Inneren 
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des Slreifens BCDE, so liegt to + A im Innercn des anstos-
sendeii Streifeus DEFG, to + 1A im Inncren des nachslfolgenden 
Streifens u. s. í. In die-
sen Punclcn hal dalier 
die Function wiederum 
gleichc Werthe. Da mm 
also je zwei Puncte to 
und to + n A, in denen die 
Function gleiche Werthe 
liat, in verschiedenen 
Streifen liegen, so muss 
sie in jedem Streifen ihre 
sammtlichen Werthe cr-
halten. 
Wir wollen min weiter annehmen, die Function z = <p (w) 
erhalte in eincin und demselben Streifen jeden AVerth nur ein-
mal und werde nur iu činem endlicben Puncte to = r dieses 
Streifeus unendlich gross von der ersten Ordnung. Danu wird 
sie nalurlieh a uch in den cntsprechcndcn Puncten to = r + nA 
der ůbrigen Streifen unendlich gross von der ersten Ordnung. 
Nun kaun man nach § 29 setzen 
* = 9 M = ^ . - + *(*")> (36) 
wo c eine gegebene Constante, und ty{io) eine Function bedeutet, 
die in tleni zu betrachtenden Streifen riiclil mehr unendlich gross 
ist, sondern nur noch in tlen iibrigen Streifen. Daraus folgt 
% = V N = - j ^ t + *'. M- (37) 
Da nun I)J'(IO) in dem Streifen ebenfalls endlich bleibt, so wird 
'-- auch nur fiir w = r unendlich gross, also nur da, \vo Z na­div 
endlich wird, und dies muss in gleicher Weise von allen Strei-
Wáhrend aber z von der ersten Ordnung unendlich fen gelten. 
dz gross ist, ist - - von der zweiten Ordnung unendlich gross. Be-
° div o o 
trachtet man also -~ als eine Function von z, so ist sie nur fůr 
dw 
z = oo und zwar von der zweiten Ordnung unendlich gross. Da 
ferner z in einem und demselben Streifen jeden Werth nur ein-
mal annimmt, so entspricht in einem und demselben Streifen 
jedem Werth von z nur ein Werth von to. Demnach ist w eine 
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Function von z, welcbe zwar fur jeden Wcrth von z iinendlich 
viele Wcrtlic hat, die sich aber nur um Vielfache des Periodici-
tatsmoduls, also um constaiHc Grossen, von einander untcrschei-
den. Folglich ist ~ eine einwertliige Function von z, da die 
Conslanten bei der Differenliation versclivvinden. Die reciproké 
Function — muss daber cbenfalls eine einwertliige Function von 
dw 
z sein. Verbindet man dieses mit dem Vorhergehenden, so er-
ciebt sich, dass •'}- eine einwertliige Function von z ist, welcbe 
° dw 
nur fur z = oo und bier von der zweitcn Orduung iinendlicb 
gross ist. Folglicli ist (nacb § 31) -~- eine ganze Function zwei-
ten Grades von z. Eine solcbe muss nacb § 3tí aucli zwci ftlal 
den Wertb Null annelmien. Bezeicbnet man mit a und b die 
AVertho von z, fur welcbe dieses gesehieht, und mit C eine Con-
stante, so ist 
% = C{z-a){z-b) 
und daber 
_ r dz 
W—J C{z-«)~(z~b)' 
Demnach ist eine einfach periodisebe Funclion, welcbe iu jedem 
Streifen alle Wertbe einmal annimmt und nur íur einen endlieben 
Punct in demselben unendlicb gross von der ersten Ordmmg wird, 
die inverse Function des vorstebenden algebraiseben íntegrals. 
In diesem kónnen die Wertbe a und b niebt einauder gleicb 
sein, denn in diesem Falle wúrde die Function 
nach § 51 eine einwertliige Function der oberen Grenze sein, 
und dann komité z nicht eine periodisebe Function sein. Die 
Constante C lassí sich durch c ausdrúcken; denn aus (38) folgt 
und mit Denutzung der Gleichungen (36) und (37) 
W - ' • ' - , ) « 
c= lim 
•, • « + $ N 
[W V)1 V ' 
( " V + * H ) ' J W = r 
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oder 
61 = lim ~~ c + {*° — r)2ip'(w) __}_t 
(c -f- [tv — r) xp {iv))2 c 
Iliermit winl 
w J [z-a){z-b) 
Der Periodicitatsmodul Y/ ist gleieh dern Wertbe dieses Integrále, 
wenn es lángs einer gcschlossenen Linie genommen wird, die 
entweder den Punct a oder den Punct b uingicbt. Integrirt man 
um a in der Hiclitung der wachsendcn Winkel, so folgt 
A = 2m\ lim - - - ; ; = - —, 
bei der Integration um b wurde man den entgegengesetzten Wurlli 
erhalten. Giebl man dem Integrál die unlere Greuze h, d. li., 
crhalt z in dem Puncte w = 0 den Werth h, so iM,, da z = co 
wird fúr to — r , 
/ - — crfc 




llier bestelit die z-FUkbe úr die Fuuction 
1 
Ví-Ž* 
aus zwei Dlattern. Wir liaben die zwei Vcrzweigungspiuicte 
z = + 1 und z = — 1} welehe zugleicli Unstetigkeitspuncte 
silici. Da in ilinen aber f[z) nur von der Orduung \ uncndlieh 
wird, so brauclien diese Puncte nicht ausgescblossen zu werden, 
dagegen muss dies mit z = oo gescbebn, wcil 
1 l [ltaRb] hni 
also endlicli ist, und zwar muss in jedem Blatte der Punct oc 
ausgescblossen werden, da er kein Verzweigungspunct ist. Aus 
dicsem Grundc ist es bei diesem Beispiele fúr den Zusammen-
liang der Fláche gleiehgúltig, ob man die beiden Blátter der 
z-Flácbe im Uneiidlicíieii gescblossen annimmt, oder ob man in 
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jedem eine geschlosscne Linie als Begrcnzung gczogen denkt, die 
man sich dann ins Unendliche ausdelmen lásst. ln Fig. 55 isL 
die letztere Darstcllungsart der leichtcren Ausfuhrbarkcit wegen 
Yig 55 gewahlt. Der Verzwcigungsschnitt 
ss ist von — 1 nach + 1 gclegt, und 
die im zweiten Blatte verlaufenden 
Linicn sind durch Puncte angcdeu-
tct. Diese Flache T ist zwcifach 
zusammenhángend, und der Qucr-
schnitt muss, um die Flache nicht 
zu zerstiickcn, den Verzwcigungs­
schnitt uberschrcitcn. Er ist durch 
die Linie adc, von welcher der 
Theil dc im zweiten Blatte ver-
láuft, bezeichnet wordcn. Der Pe-
riodicitatsmodul ist das Integrál 
ausgedehnt in der Bichtung der wachsenden Winkel auf eine ge­
schlosscne Linie, welche die beiden Puncte — 1 und + 1 , sei 
es im erstcn oder im zweiten Blatte, uingiebt. Nimmt man an, 
dass in den Puncten, welche im ersten Blatte in unmittelbarer 
Nahé des von — 1 nach + 1 fůhreiideii Verzvveigungsschnittes 
auf der linken Seite liegen, der Quadratwurzcl das positive Vor-
zeichen beigelegt werde, und lasst man die geschlosscne Linie 
im ersten Blatte verlaufen, so kanu sie bis zu dem Verzwcigungs­
schnitt verengert werden, und dann wird 
— 1 -+<1 + 1 
A=Jn^r*~JVT^T* = ~2 Jn^?-
H- — 1 — 
Wir haben § 43 gesehen, dass man den Wcrth dieses Inlegrals 
dadurch bestimmen kanu, dass man die geschlosscne Linie als 
eine den Punct oo uingebende betrachtet, und erhalt danach 
A = — 2n. 
Fur eine im zweiten Blatte verlaufende Linie wůrde sich ebenso 
+ 2it ergeben haben; und in der That úberschreitet eine im 
zweiten Blatte in der Bichtung der wachsenden Winkel um — 1 
und + 1 herumgehende Linie den Querschnitt in entgegenge-
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selzler Hichtung, wic cinc cbcnsolchc l̂ iiiie im ersten Blatte. 
Daher ist dic inverse Function sin to des vorliegenden Integrál? 
um 1% periodisch. 
Um dic AbbildungsarL der z-Flache auf der w-Flache zu 
íinden, lassen wir z die ganze Begrenzung der Fláchc T' in po-
sitiver Hichtung durchlaufen, von a beginnend, wo io den Werth 
toa hábe. Wird die im ersten Blatte befindliche aussere Begren­
zung von der Variablen z durchlaufen, so gelit to von wa bis 
wa — 2 # auf einer Gurve, deren Ge-
stalt von der Gestalt der Begrenzungs-
curvc in z abhangt (Fig. 56). Jetzt gcht 
z auf der linken Seite der Querschnitts-
richtung ac von a nach c, und w von 
wa — l i t bis zu činem Werthe, der mit 
ivc bezeichnet werden móge. Wiederum 
kann die Curve, auf der dies geschicht, 
je nach der Gestalt des Querschnitts ac 
verschieden sein. Ferncr durchlauft z 
von c aus die aussere Begrenzung des 
zweileu Blattes; dann gcht to von ioc 
nach ioc + lit, wo die Uebcrgangscurve auch erst durch die 
aussere Begrenzung des zweiten Blattes der z-Flachc bestimmt 
wird; endlich schliesst z scinen Umlauf, indem es auf der linken 
Seite der Qucrschnittsrichtung ca zum Ausgangspuncte zuriíck-
kehrt; dann geht auch io von ioc + 2rt nach wa zuruck; die 
Gurve, auf weleher dies geschicht, muss dem Wege (wa—27t> wc) 
parallcl sein, wcil diese beiden Linien den beiden Seiten des 
Querscbnitts entsprechen, und w in je zwei unendlich nahen 
Puncten der beiden Seiten um 2it verschiedene Werlhc hat. Dehnt 
man jetzt die ausseren Begrenzungen der Flache T his Uncnd-
liche aus, so rucken auch die Curven (wa, wa— 2TC) und 
(ÍOC, wc + 2tf) ins Uncudliche, und z oder sin io niinmt seine 
sammtlichen Werthe innerhalb eines Streifens an, der von den 
parallelen Curven AB und CD begrenzt wird. In einem solchen 
nimmt aber z jeden Werth zwcimal an, denn da die z -Flache 
aus zwei Blattern besleht, so gehorcn, abgcschcn von den Pe~ 
riodicitatsmoduln, jedem Werthe von z zwei Werthe von io an, 
und daher erhalt z oder sin to in zwei verschiedenen Puncten w 
denselben Werth. Nimmt man den Querschnitt ac langs der Oř-
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dinatenaxe vcrlaufend au, sodass zu beiden Sciten desselben z — iy 
zu setzcn ist, (\vo y reell); so crlialt man 
w 
sodass auch w reiu imaginar oder um Vielfaclie des reelleu 
Periodicilatsinoduls 2tf von eincr rein imaginární Grosse ver-
scbicden ist, Alsdann wird die w- Ebene in Streifcn gelbeilt 
durch geradc Linien, vrelehe der ?/-Axe parallcl laufen uud durch 
die Punctu 0, +2it, + 4rc, etc. hindurchgeben. 
Um min zu bestimmen, in welcher tteziehung zwci Puncle 
w nud w stehen, welchen in demselben Streifen gleiche Werlhe 
von z enlsprechen, lassen vrir die letzterc Variable zuerst voní 
Puncle 0 im crsten Platte zu dcin unmittclbar darunter liegen-
den 0' im zweitcn Pdatte iibergehn, ohne 
den Querschnitt zu uberschreiten. Dies 
kann geschehen (Fig. 57), indem man langs 
des Verzweigungssehnitles um + 1 herum 
zunáchst auf die andere Seile desselben, 





Blalt gelangt. Auf diesem Wege erhall 
man in ()' fur w < 
o 
len Werth 
== it. Jň=š JVÍ-S 
O 1 
Demnach entspriebt dem im zweiten Blatte liegenden Puncle z = 0' 
der Punct w = TC. Geht man nun im ersteu z-Blatte von 0 
nach z , so gehe w von 0 nach IV. Geht aber z im zweitcn 
Maltě von ()' nach z\ AVO Z unmittclbar unter z liegen moge, 
so geht iv mit dem Werthe it aus, und >veil in diesem Tbeile die 
Ouadralwurzel YT^Ž2 das negative Vorzeichen hal, so >vird 
w ~ 
wahrend 
war; folglich ist 
w + iv = %, 
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oder die Šumme der beiden Werthe von w, ííir wclelie z oder 
sin w densclbcn Werth crhalt, ist conslant gleich děni halben 
Periodicitalsmodul, abgesehen von Violfaclicn des lelzleren. 
4. Das elliptische Integrál. 
w _ i «[/r 
o 
llicr besíehl die z-Flaehe ebenfalls aus ZAYCÍ IMatlern, uud 
hal die vicr IJnsteligkeits- und VerzYvcigungspuncle + 1, - - 1 , 
A , r • K einer von diesen brauchl ausgeschlossen zu A\er-
k k c 
den, da die Funetiou nnter dem lntegralzeicheu \\\ jedeni mír 
von der Ordmmg £- nnendlieli Avird. Anch der Punci o© brauchl 
nicht ausgeschlossen zu werden, da hier 
Hni zfiz) = lim -j==-L = lim — " — = r = = 0 
Ka-vm-**=«) ^ i t _ 1 ) ( 1 _^ S ) 
ist. Demnach brauclil bicr gar kein Punct ausgeschlossen zu 
Averden. Dies hangt dainit zusannnen, dass, Avie Avir schon § 15 
sahen, das vorliegende Integrál fúr jeden Werlh von z endlich 
l)leibt, uml daher nur durch ílinzufugung eincs nncndlich grossen 
Vielťachen dnes Periodicilalsmoduls unendlicli werden kann. Neh-
nien Avir die jz-Flacbe im Unendlichen geschlossen an, so hal)en 
A\ir es also hier mít einer gar nicht (oder nur durch einen belic-
bigen Punci) begrenzten Flliche zu Umu, die aber mehrfach zu-
sammenhangend ist. Pei einer solchen nmss nach § 47 der crste 
Ouerschnitt čine gesehlosseac Linie sein. Denken wir nns einer-
seits die Puncte — 1 und + 1, andrerseits die lámete + —, ——, 
k k 
durch V^erzAveigungsschnittc verbunden*), so nelnnen Avir zum 
crsten Querschuitt einc Linie q{, Avclclie die beiden Puncte — 1 
-f- 1 im oberen JUalle umgiebl (Fig. 5S). Eine solchc zersluckt 
die Flache nicht, da man von der einen Scile derselben zuř 
*) In Fig. 58 ist gleich angenommen worden, dass k recll und klei-
ner als Eins sci; dann geht der von -f- nach — - fiihrende Ver-
k k 
zweigungsschnitt durch cc liindurch. Wir werden aber anfangs k als 
eine ganz heliebige Grosse betrachten und erst nachher auf die An-
nahme zuriiekkommen, dass k recll und kleiner als Eins sei. 
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anderen gelangen kanu. Die Art, wie dies geschieht (vgl. § 46.4)), 
giebl mis zugleich au, wic der zwcilo Querschnitt q2 zn legen ist, nam-
lich indcm man von einem Puncte a des crslcn Querschnills eine 
Unie zielít, welchc den Vcrzwcigungsschnitt ( — 1 , + 1 ) uber-
schrcitct, dadiireb in das zweitc Watt gclangt, dann iibcr den 
andern Verzwcigimgssehnilt hiimber wieder in das erslc Wall 
zuriickkehrt, mul so im Ausgangspnncte, aber auf der andern 
Seile des Querschnilts (in a'") endigt. Jetzt bilden dicse beiden 
Fig. 58. 
V 
Linien zusammen eincn mumlerbroebenen Zng, bei Avelchem jeder 
der beiden QuorsclmiKe zweimal in enlgegengeselzler lliehlung 
durchlauťen wird. Die IMeile deulen an, >vie dies in posiliver 
Riohtung geschieht. In dieser Flache ť bildel nim jede geschlos-
sene Linie fůr sich die vollstandige Jíegrenzung eines Flachen-
Iheils, nnd dalier ist die Macho einfach zusammcnhangend. Die 
llegrenzung derselbcn >\ird von den beiden Seitcn der Ouer-
selmillc gebildet, welehc beide innere Seilen sind. Die ursprúng-
lichc Flache >var also drcifacli zusammcnhangend. 
Der Periodicilatsmodul Av fiir den Querschnill ql ist das 
Integrál jdws in der Riehtnng der wachsenden Winkcl ansge-
dehnt auf eine geschlossene Linie, wclchc von der cinen Selte 
dieses Querschnitles auf die andere Seile desselbcn fiilirt, also'z. I). 
langs qv Dicse Linie kann verengerl werden, bis sic zusammen-
fállt mit zwei geraden Linieji, von denen die eine im ersten 
Watte von y- nach 1, nud die andere im zweiteu Watte von 1 
k 
nach r fiihrt. Nchmcn wir an, dass dann im ersten Watte der 
k 
Quadratwurzel das Vorzeirhen + zugclheilt werdc, und selzt man 
der Kurze wegen 
K(l — : 2 ) ( 1 — k*z*) = ^ {Z, k), 
so folgt 
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J< — j j\l.k) Jé{l,k)^ 2jA~~,k) 
1^ 
r 
Der Pcriodicitatsmodul A2 fur den zwciten Querschnilt isl e])enso 
gleich dcni Integrál lángs der Linie q{f nnd dicsc kanu wie im 
vorigcn Bcispielc bis au den Verzweigungsschnitt verengert wcr-
den nnd giebt dann Wie dort 
1 +1 _ W A2 = J d (z,k) J A (*,*) ~ *J J (z,k) 
oder auch 
4 i - i 
wie man leicht ůbcrsieht, 
i 
A* hJ.J(z,k) 
Das clliptischc Integra! Iiat also zwei von einander versehiedcne 
Periodiritátsmoduln; demnach ist dic inverse, die sogenannte 
c l l i p t i s c h c F u n c t i o n , die nach Jacobi iriit sin ani w bczcich-
net wird, doppclt periodisch. 
Bildcn wir jctzt dic Flache der z auf der Fláchc der to ab, 
so ergicbt sich folgcndcs: Geht z von a lángs des Querschnittes 
qi in der Richtung der wachscndcn Winkel und zuglcich in der 
positiven Begrcnzungsrichtung, also im Innern der Linie qv, wie-
der nach arzuruck, (in Fig. 58 von a nach a) so wáchst to von 
to bis to + Av Dicser Ucbcrgang geschieht anf einer Curve, 
deren Gestalt von der beliebig zu wáhlcnden Gestalt der Linie q{ 
abhángt (Fig. 59); geht nim z weiter lángs der Linie q2 in tlen-
selbcnBichtiingen wiederum nach 
a (also von d nach a"), so wáchst 
IO von to -f- A2 bis to + A2 + Av 
el)enfalls auf einer Linie, dic sich 
mit der Gestalt von q2 ándert. 
Durchláiift dann z von a" aus die 
Linie qi immer noch in der po­
sitiven Begrenzungsrichtung, aber 
jclzt in der Richtung der abneluncnden Winkel (also von ď nach 
d"), so geht io von to + A2 + Ax bis to + Ax, da es um A2 
abnimmt. Die Curve, auf welcher dieser Uebergang von to ge­
schieht, muss der Curve (io, to + A2) parallcl sein, weil in je 
Fig. 59. 
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zwci zu beiden Swl.cn der Unie qx liegenden unendlieb naben 
Punden die beiden Wcrllic von to um die Grosse Av verschie-
den sind, und daber den l>eiden Seilen dieses Querschniltes in 
to zwci versebiedene aber parallele Linicn entsprechen. Gebl, 
endlich z von «'" langs des Qucrselmiltes q2 iiacli a, so gebl to 
YOU to + Ax nacli w aul* cmer Linie, die aus densclben Grun-
den wie vorbin der Linie (to-\-A2, to + Ax + A9) parallcl seiu 
nmss. Den beiden Seiten des Querschnitlcs qí entsprechen also 
die Parallelen (to, to + A2) und (to -f- Av to + A{ + A2), und den 
beiden Seilen des QuerscbnUlcs q2 die Parallelen (to, to -\-A{) und 
(w + A2, to + A2+A{). Nim entsprcclien sammtlichcnPunclen z auf 
der ganzen uncndlicben z-Flache nur solebe Punclc to, welche 
inncrbalb des krummlinig begrenzten Parallelogramms liegen, denn 
durch jeden beliebigen Punct der Fig. 59. 
r-Llacbe kann man eine Linie 
legen, welche von der cinen Seite 
von qA nach der andern Seite 
von qv fuhrl, ohne cinen Qucr-
schnitt zu iiberschrciten; daber 
fuhrt die cutsprccbcnde Linie to 
von der Linie (to, to + A2) durch 
das Innerc des Parallelogramms nach der Linie (w + Aí9 w+A2 + A]), 
Pemnaeh nhnmt z oder sin ani to seine sáminllichen AVerthe 
in dicsem Parallelogramm au, und zwar jeden Werth zwci Mal, 
weil die z-Flache aus zwci Jžlallern bestebt. 
An dieses Parallelogramm schliessen sich nim au allen Sei­
ten andere Parallelogramme an. Denn lasst man z. 13. z von a 
bis nach a" gehen, so isl to nach to + Ax gegaugen. Lasst man 
nuu aber to uher den Quersehnilt q{ liiniibcr sich s t e t i g fortsetzen, 
so gebt jctzt w mit denťWcrthe to + Ax aus a aus; an die Seite 
(to + Ait to + A{ + A2) schliessl sich daber cín neues Paral­
lelogramm an, in dessen Ecken to die Werlbe 
to + A{9 w + Av + A2, to + 2AL + A2, w + 2Ai 
bat. Ebenso ist es au den ubrigon drei Seiten. Auf diese 
Wcisc wird dig ganze Ebene der to durch zwci Schaarcn 
paralleler Linicn in Parallelogramme getbeilt. Nimmt man an, 
dass k reell und klciner als 1 ist, so liegen die vier Puncte + 1 , 
— 1, + -j-, — , auf der Ilauptaxe; verengert man nun die bei-
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den Qucrschnittc so, dass sie zu heiden Seitcn der líauplaxe 
verlaufen, so wcrden die l*arallolliiiicn Gerade, welehe rcsp. der 
.r- und ?/-Axe parallel laufoiu Dcnn in diesein Falle ist 
i 
/: * _ _ -
o 
reell; man pílcgt den Werlh dieses Integrals nach Jacoln mil K 
zu bezcichnen; das anderc Integrál 
i 
dz Jm -z*){l—k2z2) 
l 
dagegen ist rein imaginar. Setzl man yi^jč = lc und trans-
formirt das Integrál durch die Suhstitulion 
Ví—k^z* 
so erhalt man 
. / ; <**_' 
\Jy(i-z^(r~kr^)f i o 
was analog mit —il{' bezeichnet wird. Demnach sind die Pcrio-
dicitatsmoduln, abgesehcn vom Zeichen, 
Mt und 1iK\ 
Man kanu auch hier wieder bestimmen, in welcher Bezic-
hung je zwei Wertlie von ID stehen, wclclic demselben Werthe 
von z, d. li. zwei unmittelbar nnter einander liegenden Puncten der 
^-Flache cntsprcchcn. Dem Werthe z = 0 im ersten Blalte 
entspricht w = 0. Um nun zu ()' im zweiten Blatt zu kommen, 
kann man sich den Quersclmitt q2 so erweitert denken, dass er 
ausser den Puncten 1 und — auch noch den Nullpunct umgiebt. 
Dann kann man inncrhalb T von 0 aus lángs des Vcrzweigungs-
schnittes nm -f- 1 herum auf die anderc Seite, und dann uber 
den Vcrzweigungssehnitt hiimber nach 0 kommen, (Vgl. S. 186) 
und dann crhalt iv in 0' den Werth 
o 
J J(z,k) J A(z,k) l*> 
o i 
ist also gleich der Halftc des einen Periodicitátsmoduls. Gclit 
man nun wciter von 0' nach z, wo z unmittelbar untcr z im 
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war, und man erhalt 
to -f- w' = 2 ^ 
Nimmt man das Integrál y ^ langs ciner geschlosscnen Linie, 
wclche allc vicr Verzwcigungspunclc umgiebt, so vcrláuft eine 
Fig. 58. 
solebe ganz im erstcn Blalte und bildet dalicr fúr sich allein cíne 
vollstandige Regrcnzung. Dcmnach hat dics Integrál den Werth 
Null. Vercngert man diese Linie bis zur Hauptaxc, auf weleher 
dic vicr Verzwcigungspuncte liegen, so zcrlcgt sich das Integrál 
in folgende Theile (die Linie moge in der Richtung der abneh-
menden Winkel durchlaufcn werden): 
1) Von — 1 bis + 1 ; 2) von + 1 bis + p 3) von + - d u r c h o o b i s — -
6) von + 1 bis — 1; 5) von +j- bis + 1 ; 4) von — -durch co bis+-^' 
Dabei ist die Quadratwurzel in 6) und 4) negativ zu nehmen, 
wcil bci diesen der Integrationswcg auf der reehten Seitc der 
Verzweigungsschnittc (—1, + 1 ) und ( + - , — -) licgt, in allcn 
úbrigen positiv. Dcmnach heben sich 2) und 5) auf, und 1) und 
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Ilicraus folgt auch der Werlli dcs Intcgrals zwischen den (írenzen O 
und oo, denn da dicses sici) in dic Thcile O- -1 , 1 ,,-f-oo 
* A* Ar 
zerlegt, so crlialt mail 





oder da man dicscm Wcrlhe den Periodicilátsmodul 1iK' hinzu-




iK . J(z,k) 
o 
Innerbalb des -Parallclogramms mit den Eckcn O, 4 K, \K + 1iK' 
u n d 2 ^ ' wird also z unendlich fur w = ilť und w = 2 K + iK\ 
Wir wollen auch Iiier nach Biemann dic Bcziehimg zwischen 
der doppelt periodischcn Function und dem clliptischen Integrál 
in umgekelirtcr Weise, namlich von der doppelt periodischcn 
Function ausgehend, betrachten. Sei <p[w) eine einwerthige dop­
pelt pcriodische Function, also von der Eigenschaft, dass zugleich 
(p{w + Aty = <p(w>) und qp(w + A2) = qp(w) 
sei. Dann mussen die geraden Linicn, welche die complcxen 
Grosscn Ai und A2 darstellen, verschiedene Richtung haben. 
Denn haben sic gleiche Richtung, so mussen At und A2 nach 
§ 2. 3) ciií reclles Verhaltniss besitzen. Dieses kann entweder 
rational oder irrational sein. Ist es rational, so sind Ax und A2 
commensLirabel und dalier Vicllache einer und derselben Grosse 
B. Man kann also selzen 
Ax = mB A2 ==, nB, 
\vo m und n zwei ganze Zahlen bedeutcn, die relative Primzahlen 
zu einander sind, und hat dann 
cp (to) = tp[iv -f- mB) = (p(w + nB). 
D u r eg-o, Funět, compl. Var. I Q 
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Da es nim in diesem Falle zwci ganze Zahlen a nnd b gicbt, 
fůr vvclchc 
ma — nb = 1, 
nnd da ausscrdcin 
(p (w + maB — nbB) = <p (w) 
ist, so isl ancli 
<jp(w + B) = cp(zv), 
nnd dahcr ist dic Function <p{iv) in diesem Falle cinfach und 
nidiL doppcit pcriodiscl). Ilabcn aber Av und A2 cin rcclles 
irratioiiales Verhaltniss, sodass sic iucommensurabcl sind, so 
giebt es stets zwci ganze Zalilen m und n, fůr wclcbe 
mAx + nA2 
kleiner als cinc* nocli so klein angenommenc Grosse wird. lín 
nun aucb 
q)(w + ??iAi + ?i A2) = (p(w) 
isl? so bebalt jelzt dic Function <p[iv) bei beliebig kleinen Aendc-
rungen der Variablen densclbeu Wcrth nnd ist daber čine Gon-
staute. Dcmnacli ínuss bci cincr doppcit periodisclien Function 
das Verbaltniss der bciden Pcriodicitatsmoduln imaginar scin, also 
ínůssen die Geradcn AY und A2 versebiedene Ricbtung baben. Dann 
aber kann man die Ebene der w durch zwei Scbaaren parallelcr 
Linicn in Parallclogramme tbeilen, sodass cp{iv) auf je zwei Parallelcn 
dicsclbcn Werthe erhalt; sic uimmt dann ferner in jedem Paral-
lelogramm ibrc sammtliclicn Werthe an und hat in je zwci 
entsprechenden Puncten versebiedener Parallclogramme gleiebe 
Werthe. 
Da nim die einwertbige Function y> (iv) fůr irgend cinen 
Werth von iv unendlich gross werden muss (§ 28), so muss sie 
in jedem Parallelogramm unendlich gross werden. Hcben wir 
daber irgend ein Parallelogramm heraus (Fig. 60), und seien 
r, r, r", ctc. die Puncte desselben, in welehen cp[iv) unendlich 
gross wird. Bildct man das Integrál 
/ (p (to) dw , 
liings der Begrenzung *des Parallclogramms genommen, so ist 
dasselbe (nach § 19) gleich der Šumme der Integrále um dic 
Unstetigkeitspuncte r, r, r", etc. Wird also qp (w) in diesen 
Puncten unendlich, wie resp. 
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+ + •• -T. + olc, 
so ist 
w — r 
I <p (za) dw = lni (c + c + c + ). 
Nun hat aber q>(w) auf der Scite Fig. GO. 
CE dieselben Werthc wic auf DF 
und auf CD dieselben wie auf EF, 
und beim Durchlaufcn der Be-
grenzung desParallclogramms wer-
den die parallclen Seiten in enl-
gegcngcsctzter Richtung durchlau­
fcn; die Integrále langs dieser Seilen heben sich daher auf, und 
es ist 
Folglich ist auch 
/ « cp(w) dw = 0-
c + c + c ' + .... = 0. 
Hieraus geht hervor, dass cp (w) in jedem Parallelogramm mehr 
als einmal unendlich werden muss, und zwar mindestens cntweder 
zwei Mal von der ersten Ordnung oder einmal von der zweilcn 
Ordnung, Bezcichnct im Allgemeinen n die Anzahl, wie oft y>(w) 
in jedem Parallelogramm unendlich gross wird, so kann zunachst 
gezeigt werden, dass (p(w) auch jeden Werth h inncrhalb eines 
Parallclogramms n Mal annehmen muss. Dazu betrachten wir 
das Integrál 
j d log (cp (W) _ h) oderf*fc)-h' 
ausgedehnt auf die Begrenznng des Parallelogramms. Auch die-
ses hat den Werth Null, weil sowohl cp(w) — h als auch q>'{w) 
auf den gegenuberliegenden Seiten gleiche Werthe haben. An-
drerseits aber ist dieses Integrál auch gleich der Šumme der In­
tegrále, um die Punctc, fůr welche <p'(w) unendlich gross wird, 
und um die, in welchen g) (to)—h verschwindet. Die ersteren 
sind dieselben wie die, fůr welche <p(w) oder <p{w) — h unend­
lich wird (§ 29). Ist nun im Allgemeinen a ein Punct, fůr wel­
chen <p(io) — h cntweder unendlich klein oder unendlich gross 
wird, und zwar von der ?̂tcn Ordnung (p positiv beim unendlich 
klein Werden), so kann man setzen (§ 34) 
(p(w) — h = (to — a)? ty (w), 
13* 
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wo il){ió) fůr ív — a wcder Nnll noch unendlich ist, nnd erhfdt 
Auf das ganze Parallclogramm ausgedehnt ist also 
Id log (<p(w) — h) = 2 ni 2Jp, 
und daher 
27p = 0. 
Nun wird q>[tv) — h, wie <p ^ ) , w Mal unendlich gross; bezeich-
net man mit m die Anzahl, wie oft es verschwindet, so ist 
2Jp = m — n = 0, 
und daher 
?# = H. 
L)a also (cp(u>) — li) n Mal verschwinden muss, so wird cp [iv) auch 
n Mal = /*. 
Wir betrachlcn nun ini Folgenden nur den einfachslen Fall, 
wo cp (w) in jedem Parallclogramm zvvci Mal unendlich gross 
wird, also auch jeden Werth zwei Mal annimmt, und setzcn zu-
erst voraus, cp(iv) werde in zwei Puncten r und s unendlich 
gross von der ersten Ordnung. Dann kanu man setzen, cp (iv) 
mit z bezeichnet, 
z — cp (iv) — • ^ h i[> (w) 
und weil 
c + c = 0 
sein muss, 
(39) * = <P M = ^~ ~ ^ + W > 
wo c eine gegebene Constante bezeichne, und i[>(w) eine Func-
tion, die in dem belrachteten Parallclogramm nicht mehr, also 
nur noch in den andcren Parallelogrammen, námlich in den 
Puncten r + mA1 + nA2; s + mA^ -f- ^ ? (^ir m "níl n a"e po­
sitiven und negativen ganzen Zahlen gesetzt) unendlich wird. Wir 
suchen nun zuerst die Bezichung zwischen den bciden Werthen 
iv auf, fůr welche cp (w) gleiche Werthe erhalt. Zu dem Ende sei 
vm = r + s — w. 
Setzt man in (39) v statt to, so ist 
9>(») = í é í - r = l + ^ -
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I)a man aber 
v — r — — (io — 5) 
v — s = — (iv — r) 
hat, so folgt ' 
m(v) = 1 1- i/; (v) 
und daher 
<p{to) — tp{v) = il){iv) — ty (v). 
Diese Differcnz bleibt also in dem ersten Parallelogramme end-
licli. Nun wird in einem anstosscnden Parallelogramme cp (w) 
unendlich gross in to = r + Ai und w = s + Ax\ man kann 
dabcr aucb sctzcn 
g) (w) = —-̂ — —r + ^ (w), 
vvo jetzt ipi (10) fúr alle Punctc des zweiten Parallelogrammes 
endlich bleibt. Fůlirt man nun 
v1 = r + s + 2A{ — to 
ein, so ist 
tv — r — Ai = — (v[ — s — A{) 
to — s — Ai = — (vi — r — A{), 
und daber bat man aucb 
9> K) = - ^=~A, + ^Š=AX + *i M-
Dcmnacli ist 
? H — 9(^1) = ^ i W — ^J (*>i) 
und bleibt innerbalb des zweiten Parallelogramms endlicb. Da 
aber vv sicb von v nur um das Doppeltc des Periodicitátsmoduls 
Ax unterscbeidct, so ist 
.t<p(Vi) = <p(v), <p{w) — <p{vx) = cp{w) — <p(v) 
und daher bleibt die DilTerenz 
(p(w)—(p{v) 
sowohl in dem ersten, als aucb in dem zweiten Parallelogramm 
endlich. Gebt man auf diese Weise von Parallelogramm zu Pa­
rallelogramm fořt, so zeigt sicb, dass diese DilTerenz in keinem 
Parallelogramme, also gar nicbt unendlich wird und daher con-
stant sein muss. Um den Werth dieser Constanten zu ermitteln, 
setze man w = - í A dann wird 
r + s 
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und da die Function <p cinwerthig ist, auch 
<p[v) = (p[w). 
Da also die Differenz cp{w) — (p(v) fůr cinen Werili von w den 
Weríli Null hat, so hat sie diesen stets, und dalier ist 
cp(r + s — to) = <p(w). 
Demnach sind w und r + s — w die beiden zusammcngehori-
gen Werlhe, fůr welche die Function cp [to) gleiche Werlhe 
erháll. 
Nun folgt aus (39) 
q>[w) = ~ = — T—̂ —75 + f c v2 + ý'(to); 
also ist die Derivirtc <p' (w), abgesehen von den Periodicitálsnio-
duln, auch nur fůr to — r und w = s unendlich gross, aber* von 
der zvveilen Ordnung. Sie wird dalier in jedem Parallelogranime 
vier Mal unendlich und nimnit also auch jeden VVerlh vier Mal 
an. Sie ist ebenfalls eine einwerthige Function von to; wichtig 
aber ist es zu untersuchen, ob sie auch eine einvverthige Func­
tion von z ist. Nun erhalt die Derivirte l-j- in je zwei entspre-
chenden Puncten verschiedener Parallelogramme, in denen z 
gleiche Werlhe hat, ebcnlalls gleiche Werlhe. Man hal also nur 
die Puncle v und to desselben Parallelogramnis zu bctrachlen. 
Diflerentiirt man die Gleichung 
<p{w) = <p{v) 




cp'(w) = — <p'(v). 
Ďemnach erhalt zwar z fůr v und to gleiche Werlhe, -~~ aber 
dw 
enlgegengeselzle, also ist - - nicht eine einwerthige Function von 
z, da es fůr denselben Werth von z zwei verscliiederie Werlhe 
annehmen kann. Da aber diese gleich und entgegengesctzt sind, 
so folgt, dass eine einwerthige Function von z ist. Nun 
dr wird -f- nur da unendlich, wo auch z unendlich ist, und zwar 
div 
von der zwěileu Ordnung, wo z von der ersten Ordnung unend­
lich ist; demnach wird (£)2 
an derselben Stelle von der vierten 
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eine cinwcrthige Function von Ordnung unendlich; also ist (~-j 
z, wclche nur fiir z = oo imd hier von der vierten Ordnung 
unendlich wird, und folglich eine ganze Function vierten Grades 
von z. Eine solche wird auch 4 Mal Null. Bezeichnet man die 
Werthe von z, fůr welche dies geschieht, mit a, |3, y, d, und 
mit C eine Constante, so ist 
(£)2=ť7^-a) (*-« (*-?)(* *) . (40) 
und hieraus folgt 
w -P)(*-y)(*-*) 
Fine doppelt periodische Function, welche in jedem Parallclo-
gramm zwei Mal von der ersten Ordnung unendlich wird, ist da-
her die inverse Function eines elliptischeu Integrals. Die Con­
stante C kann durch c ausgedrúckt werden. Denn cla nach (40) 
C = lim 
^ Í ^ J O O 
ist, so erhált man 
C — Hni-
L w — r 
c (w • 
c + 
r)* 
-- + *Hj 
— lilll-
(w — .s)' + {w- r\* *»] 
c (w — r) . , \ / / \ 1 4 — + [iv — r) ty (w) w — s v J 
,.2> 
und dadurch wird 
w ~jr^- cdz -«)(«- .p)(z-y)(«-a) 
Dieses Integrál gestattet eine ganz áhnliche Behandliing wie das 
frúhere 
Ji dz V (1 — z«)(l —AČ?)-' 
indem hier an Stelle von + 1, — 1, + p 
zvvcigungspuncte a, |3? y} d treten; es kann auch durch eine 
Transformation in das letztere ubcrgefuhrt werden. 
— die vier Vcr-
k 
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Wir gebn nun zu dem Falle liber, vvo die Funclion <p{w) 
nur in eincni Puncle w — r und liier von der zvveiten Ordnung 
unendlicb vvird. In diesem Falle muss man setzen 
denn das in [w—r)-1 multiplicirte Glied muss felilen, daniit 
f (p(zo) dw ausgedebnt auf die Bcgrenzung des Parallelogramnis 
gleicb Null werde. Man scbliesst bier ebenso vvie oben, indem 
man s = r setzt, dass 
<p(2r — w) = <p(iv) 
und daber 
<p' (2 r — w) = — <p (to) 
ist. Daber ist -^- nicbt, vvolil aber wieder ( - - ) 
dw \ dw J 
tbige Funclion von z; nun ist 
dz 2c 
7-1 eine einvver-
dw (iv — r)3 + *'M, 
dz also vvird — nur da unendlicb, und zwar von der 3len Ordnung, dw ° 
\vo z von der zvveiten Ordnung unendlicb ist. In IJezieliung aut 
z ist also - - fůr z = o© von der Ordnung \ unendlicb, und 
folglicb von der dritten Ordnung. Dcmnacb bal man in tul* (ty Jt5 
diesem Falle 
(£y=a*-«) (*-?)(*- ?)• 
Darin ist 
C = Um \/-}s=t00 = bm T — — — y 
,. (— 2c + (w—r)3 ^ ' (w)y 4 ^ i . . 






wclches ebeníalls ein elliplisches Integrál ist. 
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lliermit brechen wir diese Betrachtungen ab, da es iiicht 
in der Absicbt dieses Bucbes liegt, naber auf die Untersucbung 
der periodiscben Functioneii einzugeben, soudem die bebandellen 
Falle nur als Beispielc zur Erlauterung der allgcmeinen Betrach-
tungen angesehen werden sollen. In BetreíT der cigcnthůmlichen 
NaLur, welche denjenigcn Funclionen innewohnt, die mebr als 
zwei Periodicitátsmoduln besitzen, moge auf die schonc und licht-
voll gescliriebene Abliandlung von Prym: The oři a nova funě-
lionům u l t rae l l ip t ica rum (Inaug. Diss.) Berlin 1863 ver-
wiesen werden. 
Elfter Abschnitt. 
Bestimmung eincr Function duích Grenz- und 
Unstetigkeitsbedingungen. 
§ 5 3 . 
Wenn man als Deíinition einer Function einen Ausdruck zu 
Grunde legt, so ist dadurcb ihr Wertli fůr jeden Werth der Va­
riablen gegeben. Wir haben aber schon frůher (§ 25) gesehen, 
dass es zur Bestimmung einer Func t ion einer complexen 
Veránder l i chen innerhalb eines gewissen Gebietes nicht noth-
wendig ist, dass ihr Werth fůr jeden Werth der Variablen in 
diesem Gebicte gegeben sei, sondcrn dass schon cin geringerer 
Theil von Bestimmimgsstucken liinreicht, von denen die ůbrigen 
dann eine Foige sind. Ricmann liat min gezeigt, dass man mit 
Bestimmtheit angeben kann, wclches die zur Bestimmung einer 
Function nothvvendigen und hinreichenden Stůcke sind, und da­
durcb den Weg eroífnet, bestimmte Functionen auch ohne Zu-
grundelegung eines Ausdrucks fůr dieselben zu untersuchen. 
Ilierauf soli in diesem Abschnitte noch etwas naher eingegangen 
werden. 
Es ist § 5 gezeigt worden, dass wenn 
tv = n + iv 
